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RELACION 3: FORMULACION HAMILTONIANA

3.1- Haga uso de la formulacion Hamiltoniana para obtener el movimiento de un proyectil de masa
m (considerado como objeto puntual), lanzado con velocidad inicial vy y angulo « respecto de la
horizontal bajo la accion de la gravedad.

X(t) = Xy + (v cos a)t

Solucién:
{Y(t) =y, +(Vysena)t — gt* /2

3.2- Una particula de masa m se puede mover un una dimension bajo la influencia de dos resortes
unidos a dos paredes separadas entre si una distancia a. Los resortes cumplen la ley de Hooke,
tienen longitudes naturales nulas y constantes elasticas k; y k», respectivamente. Determine la
funcién Hamiltoniana del sistema.

: pP 1, o 1 2
Solucion: H =—+—=kx" +—=Kk,(a—x)
2m 2 2

3.3- El punto de suspension de un péndulo simple de longitud | y masa m esta obligado a moverse a lo
largo de una parabola z = ax” situada en el plano vertical. Deduzca la funcion Hamiltoniana que rige
el movimiento del péndulo y del punto de suspension.

l ApX2 +l Bp92 _ Cpxp9
2(AB-C?) 2(AB-C?) (AB-C?)

+mg (ax2 —lcos 19)

Soluciodn:

A=ml? B:m(1+4a2X2) C =ml(cos @+ 2axsend)

3.4- Considere el sistema del problema 2.8. Obtenga su funciéon Hamiltoniana. ;Coincide la
Hamiltoniana con la energia del sistema? ;jEs constante? Encuentre las ecuaciones candnicas de
movimiento.

2

Po

Solucion: H = 5
2ma

1
5 maw’ sen” 6+ mga cos &
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3.5- Un cilindro uniforme de radio a y masa M se encuentra orientado verticalmente, pudiendo
girar libremente en torno al eje vertical que pasa por su centro. Sobre su superficie lateral se fija un
alambre con forma de hélice a lo largo del cual desliza sin rozamiento una particula de masa m por
accion de la gravedad. Utilizando un sistema de coordenadas adecuado, deduzca la funcion
Hamiltoniana del sistema, obtenga las ecuaciones canonicas de movimiento y resuélvalas.

A 1, B
ot)=—" | p,t——mgbt> |-———p . t+4
© AC—82[p9° 29 ) AC_p2 b T

Soluciodn: C B 1 2]
t)y=—p, t—— t——mgbt” [+
a8 AC - B? Pay AC - B? (pgo 2 : %

A=1+ma’ B=ma? C:m(a2+b2)

3.6- Obtenga la funcion Hamiltoniana, y a partir de ella deduzca las ecuaciones de movimiento para el
sistema del problema 2.6.

3.7- Aplique el método de Routh para estudiar el movimiento de una particula de masa m que se
mueve en un plano bajo la influencia de una fuerza central f(r) que deriva de la energia potencial
V(r).

2
mr:_d_v+|—3 = r=r(r0,r'0,|,t)
y dr mr
Solucion: t
o(t) = +6
J‘Om[r(t)]2

3.8- Una particula de masa m estd obligada a moverse sobre una superficie esférica de radio a,
estando sometida a la accion de un potencial externo dado por la expresion:

1
V@)=————
© 2ma’ sen’ 6

(a) Identifique la(s) coordenada(s) ciclica(s) y determine la
expresion de la funcién Routhiana.

(b) Deduzca las ecuaciones de movimiento de la particula. y
(c) Compruebe que, para oscilaciones pequenas en torno a 6 = 1/2, p; .

la ecuacion de movimiento corresponde a la de un oscilador

armoénico. Obtenga la frecuencia de dichas oscilaciones
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1+¢,” cosd

2ma? sen’ 6
dt

sen” o(t)

—ma’f +2

=0 = 60=06,,0).c41)

2
C
Solucion:  [#(t) =—"
ma

2
l+c¢

m?a*

w =

3.9- Use el método de Routh para eliminar las coordenadas ciclicas en el caso de un trompo simétrico
que gira con el punto inferior fijo en presencia del campo gravitatorio terrestre. Derive las ecuaciones
de movimiento.

Solucién:

(P~ P, c0s6)” p,’°

. : 1, -
Routhiana =R(0,60,p,,p,,,.t)=—1,0" — —mghcos &
( o Py oV 2! 21, sen” @ 21, ’
Ec. movimiento para coordenada no ciclica, 4
.. —p,, cosB)’ cosd - p,, cosé
|16?—('O<’j Py 089) LG )—mghsinH:O.

l,sen” @ l,send
Para coordenada ciclica, ¢:
jo (Ps= Py c030)

|, sen” &

Para coordenada ciclica, i :
_ (Ps — P, cos&)cos +&
|, sen” @ I3




